1294 HELVETICA CHIMICA ACTA

132. Nichtstationiire Kinetik bei Sy1, Sy2, E,, E,
und E cb-Mechanismen

von K, Frei und Hs, H. Giinthard
(5. V. 67)

1. Einleitung. — Unter den Bedingungen, unter denen iiblicherweise Reaktionen
mit den Mechanismen Sy1, Sy2, E,, E,, E cb usw. durchgefiihrt werden, nimmt man
allgemein an, dass die Stationarititshypothese fiir eine oder mehrere Teilchensorten
erfiillt ist. Es sind indessen nicht ohne weiteres Kriterien angebbar, nach denen sich
a priori das Erfiilltsein dieser Bedingung beurteilen liesse, da die exakten Integrale
der Bewegungsgleichungen fiir die genannten komplexen kinetischen Systeme ent-
weder nicht mit bekannten Funktionen darstellbar sind oder dann eine komplizierte
Gestalt haben, Vom praktischen Standpunkt aus ist die Identifizierung einer experi-
mentellen Kinetik mit einem der vorgenannten kinetischen Schemen eine hiufig vor-
kommende Aufgabe, deren Losung zudem oft durch simultane Reaktionen erschwert
wird. Phinomenologisch lassen sich Simultanreaktionen, Gegenreaktionen und Ab-
weichungen von der Stationaritidt bei der Untersuchung eines kinetischen Systems
nicht ohne weiteres voneinander unterscheiden. Hieraus resultiert die Moglichkeit zu
Vieldeutigkeiten in der Analyse und Interpretation kinetischer Daten.

In der Literatur scheinen fiir die Mechanismen Sy1, Sy2, E;, E, und E,cb bisher
keine Vergleiche der stationdren und nichtstationiren Kinetik versffentlicht worden
zu sein, obgleich aus den eben genannten Griinden dafiir betrichtliches Interesse
besteht. Da derartige Vergleiche durch numerische Integration der Bewegungs-
gleichungen mittels Computer angestellt werden kénnen und praktische Erkenntnisse
vermitteln, m6chten wir tiber eine Untersuchung dieser Art berichten.

Fiir eine Anzahl von Anfangskonzentrationen und Geschwindigkeitskonstanten
werden Vergleiche zwischen den exakten Integralkuven, d. h. Konzentrationen als
Zeitfunktionen berechnet mit den exakten Bewegungsgleichungen, und den auf Grund
der Stationaritit erhaltenen Approximationen angegeben. Diese Vergleiche lassen
gewisse Richtlinien fiir die sinnvolle Anwendung der Stationarititshypothese erken-
nen und koénnen fir praktische kinetische Probleme beniitzt werden.

2. Kinetische Schemata und Bewegungsgleichungen. — 2.7. Als Syl1-Schema
wird wie iiblich das Reaktionssystem (2.1-1) angenommen?):

k
RX — R+ + X~ (1)
k.
R+ + X- ——» RX 2)
k
R+ + Y- —> RY 3), (2.1-1)

1) Vgl. z. B. die qualitative Diskussion bei INgoLD [1].
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mit den Ansitzen (2.1-2) fiir die Geschwindigkeitsgleichungen

Jr = B[RX] M
h= kLR X] (2)
o= BRI (). (2.1

Fiihrt man die dimensionslosen Grossen ein:
= Ryt
y = [RX]/[RX],
x = [RY]/[RX],
x_g= k_o[RX]o/Ry
%y = Ro[RX]o/k;
dy = (Y 1p/[RX]p) — 1
n = Fk_olks, (2.1-3)

in welchen der Index O Anfangskonzentrationen bedeutet, so nehmen dieBewegungs-
gleichungen die Gestalt (2.1-4) an:

dy/dt’ = — vy + xx (1 — y) (2.1-4%)
dx/dt =y — x_px (1 —y) — #ox (Jg + % + V) (2.1-4")
y({0)=1,%(0)=0.

Fiir die allg. Bewegungsgleichung (2.1-4) scheint kein Integral in geschlossener

Form bekannt, indessen bieten sie fiir numerische Integration bei gegebenen Konstan-
ten keine Schwierigkeiten, s. w. u.

2.1.7. Macht man die ubliche Stationarititsannahme [R+] =0=g, so folgt die
Bewegungsgleichung (2.1-5) im Stationaritatsintervall

y == B+ y)[[6+ %+ y (1 —x)] (2.1-5)
y(0) =1.

Je nach Grossenordnung der wesentlichen Reaktionsgeschwindigkeitskonstante
(RGK) » und Anfangskonzentration d, erhilt man die in Tabelle I angegebenen kine-
tischen Gesetze fiir den stationédren Fall.

Man erkennt aus derselben die wohlbekannte Tatsache, dass das Sy1-Schema nur
unter gewissen Bedingungen Kinetik 1. Ordnung fiir RX aufweist, im allg. jedoch
gemischte Kinetik zeigt.

Tabelle 1. Zeitgesetze fiir stationdres SNyT-Schema (2.7-5)

Fall dy » Integralt’ = F (y)
, v+, %+,
allg. #0 0<x<<00 = (% (148y)/6) 1In — In
1+4, Sy
(2) 8y > o 0<x<o0 ¥ = — lny
(3) 0 0<x<oo V=x(y*-1)—(1-xlny

1. Ord. # 0 >0 =—-Iny
2. Ord. 0 ~1 ¥ =y1l-1
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2.2. Wihlt man als Sy2-Schema das Reaktionssystem:

k
Y + RX —> YRX (1)
k_.
YRX —> Y+ RX (2)

YRX —kl-; YR+X (3) (2.2-1)

mit den Geschwindigkeitsgleichungen

= k[RX][Y] (1)

Jo=EL[YRX] (2)

J,=E[YRX] (3, (2.2-2)
so erhilt man mit den dimensionslosen Gréssen

P = ky[RX], - ¢

y = [RX]/[RX],

x = [YRX]/[RX]q

%, = k_yfk,
%= k_4/ky[RX],
9y = ([Y]o/[RX]p) — 1 (2.2-3)
die Bewegungsgleichungen
dy/dt' = —y (8 + y) + %% (2.2-4")
dx/dt’ = +y Bg+ ¥) — 2y (1 + 2 Yx (2.2-4")

y0)=1, =x(0)=0.

Die Lésung der Gl. (2.2-4) ist von ADIROVICH [2] angegeben worden; fiir die prak-
tische Berechnung von Lésungen ist indessen numerische Integration bequemer
{s. w. u).

2.2.7. Ist das System (2.2-1) stationdr in dem Teilchen YRX, d. h. ist
d d
& YRX] = 52=0,
so erhdlt man die Bewegungsgleichung
dy/dt’ = — y (8 + ¥)/(1 + %y) (2.2-5)
y(©0) =1.
Das Integral dieser Gleichung ist das bekannte kinetische Gesetz zweiter Ordnung:

' _ 6,
¥ =(1+ )67 n ﬁ , (2.2-6)
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mit dem Spezialfall 2. Ordnung fiir §, = 0:
U= (14 =) (y? —1). (2.2-6")

Es zeigt, dass bel Stationaritit das Sy2-Schema immer eine Kinetik 2. Ordnung
(insgesamt) aufweist.

2.3. E-Schema. Definiert man das komplexe System (2.3-1) als E,-Schema mit
den Gl. (2.3-2) als den zugehérigen Geschwindigkeitsgleichungen:

p
HOX —— HOQ++ X- (1)

k.
X- 4+ HO+ —> HOX  (2)

HO+ i» H++ 0 (3) (2.3-1)
iy = K HOX] (1)
Ay = R_[HQ] [X-] 2)
Ay = kJHO 3) (2.3-2)

und fiihrt man die dimensionslosen Gréssen (2.3-3) ein:
v =kt
y = [HEX]/[HLX],
x = [HQ¥)[HOX],
n_y= k_o[HOX]o/k,
= kifky, (2.3-3)
so erhdlt man die Bewegungsgleichungen in der Form
dy/dt’ = —y + %, (1 — y)x (2.3-4")
dx/dt' =y — x_5 (1 — ¥)x — % (2.34)
y(0) =1, x(0)=0.

Geschlossene Formen fiir das Integral von (2.3-4) scheinen nicht bekannt zu sein;
auf numerisch berechnete Integrale kommen wir unten zurtick.

2.3.7. Ist das kinetische System (2.3-1) in der Partikel HQ+ stationdr, so erhilt man
die einfache Bewegungsgleichung:

dy/dt = —y [1 + %, (1 — )] (2.3-5)
y(0) =1,
deren Integral die Form
V=n,vy—1)—(1+x,)Iny (2.3-6)

hat.
82
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Hieraus folgt, dass das stationdre E,-System nur im Grenzfall »_, - 0 approxi-
mative Kinetik 1. Ordnung beziiglich

y = [HOX]/[HRX], zeigt.
2.4. Wird als E,-System die Reaktionenfolge
B + HOX — BHOX

BHQX — B + HQX
BHOX —BH + 2 + X (2.4-1)

definiert, so ist das kinetische Verhalten dquivalent mit dem Sy2-Schema.

2.5. Setzt man als E;cb-Schema das Reaktionenschema (2.5-1) fest, so erhélt man
mit den Geschwindigkeitsgleichungen (2.5-2) und den dimensionslosen Grossen (2.5-3)
die Bewegungsgleichungen (2.5-4):

k
B 4 HOX —> BH++ QX- (1)

h
BH+ 4+ QX-——» B4 HOX (2

ox- % 04 x- (3) (2.5-1)
A, = ky[B] [HQX] )

A, = k_o[BH*] [QX] 2)

Js = ky[RX] (3) (2.5-2)
¢ o=kt

y = [HQX]/[HRX],

= [RX-]/[HLX],
#_y= k_o[HLX]o/k,
ny = ko[HOX]o/Ry

8o = ([Blo/[HRX]y) — 1 (2.5-3)
dy/dt’ = — #ay (8 + ) + %y (1 — y)x

dx/ds" = #yy (8 +y) — %y (1 —y)x —x

y0)y =1, =x(0)=0. (2.5-4)

Auch in diesem Falle scheint keine geschlossene Form des Integrals bekannt zu
sein und man ist auf numerische Integration angewiesen.

2.5.1. Verlangt man beim E cb-Schema Siationaritdt fiir das Teilchen QX~, so
folgt die Bewegungsgleichung:
dy/dt' = — x5y (8 + ¥)/[1 + 25 (1 — ¥)]
y(0)=1.
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Einige Félle des Integrals von (2.5-5) sind in Tabelle IT angegeben.

Tabelle 11. Zeitgesetze fiiv stationdve E ch-Kinetik

Fall & *_g Zeitgesetz ¢’ = F (y)
,  ltx, ( Oty ) H_p (60"'3’
alle #0 O<xg=oo r= %y Oy n ¥ (1+6) g ! I""—qu;)
1+
0 0<n_g<<o0 = ——B(y‘l—l) +2-lny
*y Hy
2. Ord. 0 0 ¥ o= ,‘2—1 (y1-1)

3. Ergebnisse. — 3.7. Zur Integration der allgemeinen (d. h. ohne Verwendung
der Stationaritdts-Annahme) nichtlinearen Bewegungsgleichungen (2.1-4) bis (2.5-4)
wurde ein auf dem RUNGE-KuTTA-Verfahren basierendes Rechenprogramm des ETH-
Rechenzentrums beniitzt. In jedem Fall wurde eine grossere Anzahl von Integral-
kurven fiir verschiedene Werte des Parameters 8, und der relevanten RGK », berech-
net.

3.2. Zur Wiedergabe der Integrale und zum Vergleich von stationdrem Integral y,
(mit Stationaritdts-Annahme) und exaktem Integral y, (ohne Stationaritits-Annah-
me) ist folgende Darstellung gewdhlt. Im allgemeinen erhilt man die Lsungen der
stationdren Probleme in der Form F (y,) = #. In der graphischen Darstellung von
F (y,) versus ¢’ erhilt man daher Geraden fiir jeden Parametersatz. Berechnet man
nun die Funktion F (y,(t')) aus den exakten Integralen y,(¢') und trigt sie in der Dar-
stellung F (y) versus t’ des stationdren Falls auf, so erhilt man im allgemeinen keine
Geraden fiir F,(¢')) versus ¢'; eine Gerade wird nur dann erhalten, wenn y, dem v,
entspricht. Der Vergleich der beiden Kurven gibt ein anschauliches Bild fiir die Zu-
verldssigkeit der Stationaritdtshypothese als Funktion der Parameter.

3.3. In den Figuren 1, 2, 3, 4 sind fiir die Schemata Sy1, Sy2, E, und Ecb eine
Anzahl von Integralkurven F (v,) versus ¢’ und F (y,) versus ¢ wiedergegeben. Fiir
einige typische Fille sind ferner in der Tabelle ITI Wertevorrite von exakten Inte-
gralen y = [RXJ/[RX], und » = [R+]/[RX],, [YRX)/[RX],, [HQ+}/[HQH],, [RX ]/
[HQX],, zusammengestellt.

4. Diskussion. - Fiir das Folgende beschrinken wir uns auf Zeitbereiche 0 <t'<<15
bzw. 0 <f¢ < 157;; praktisch haben grossere Zeitbereiche wenig Bedeutung.
Ferner scheint angebracht, bei den Darstellungen F (y(¢')) = ¢’ auf den Umstand hin-
zuweisen, dass F (y) meist eine mehrparametrige Funktion ist. Fiir die praktische
Analyse kinetischer Daten ist die Analyse der empirischen Kurven y = y(f) mittels
nichtlinearer Regression zweckmaissig?).

4.1. Aligemeines. Aus den Figuren geht hervor, dass die Stationaritdtsforderung
x(f) = 0 praktisch ausschliesslich in Fillen erfiillt ist, fiir welche keine typische Kine-
tik 1. oder 2. Ordnung fiir y auftritt.

Fiir das Zustandekommen einer einfachen Kinetik ist meist wesentlich, dass die
Konzentration x(f) des Zwischenprodukts fiir alle Zeiten geniigend klein bleibt, und

2) Nichtlineare Regressionsmethoden fir kinetische Kurven sind z. B. beschrieben bei WiLD &
GUNTHARD [3].
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2
Fs(y)
1
©
Go = 0
5 K, = 100
Ko = 0.1
1 ° I

Fs(y)
1
2
B
[ = 10
o
5 1(2 = 1
<9 = 10
s L t° s ©

t ’
Fig. 1. Sy7 Kinetik
Kurve 1: stationdre Kinetik F (y); Kurve 2: exakte Kinetik F (y,); Parameter: &, x,, %_,
zwar weitgehend unabhingig von der Grésse [x (f) |, deren Verschwinden fiir Statio-
naritit ja gefordert wird. Auf diese Forderung ist schon mehrfach hingewiesen wor-
den?®). Es zeigt sich jedoch, dass sie hiufig weder notwendig noch hinreichend ist.

3) Fur eine Diskussion der Stationaritiatshypothese s. z. B. die Arbeiten von BENson und von
CREMER & PaHL [4].
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Fs(y)
1
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Xy F 0.1
x_y = 0.01
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S ] ¢ s © £
Fig. 2. SN2 Kinetik
Kurve 1: stationére Kinetik F(y); Kurve 2: exakte Kinetik F(y,); Parameter: &, %, %_,

4.2. Spezielle Fille. — 4.2.1. Fir das Sy7-System zeigt Fig. 1 diesen Sachverhalt
deutlich. Nach Tabelle I ist die Kinetik von y auch im stationdren Fall nur unter
speziellen Bedingungen 1. oder 2. Ordnung. Die exakte Kinetik fillt fiir hohe y-Uber-
schiisse (6, = 10) im Bereiche 1072 < % = (k_,/k,) < 1mit der stationidren zusammen,
wobei die «richtige» Steigung der Geraden F (y) versus ¢’ auftritt. Fir drei Fille mit
8o = 10 zeigt Tabelle III, dass hierbei weder Konstanz noch kleiner Betrag von x =
[R+]/[RX], erforderlich ist.

Fird, =0, d. h. [Y], = [RX]ound % = 1, d. h. 2_, & k,, erhilt man fast exakte
stationdre Kinetik 2. Ordnung in y, obschon die numerische Integration weder Kon-
stanz noch kleinen Betrag von x ergibt.

Anderseits ist beim stéchiometrischen Verhiltnis d, = O und #x, = 10, x_, = 1,
% = 1071 die Funktion x(#) langsam variabel, und anfanglich x(f) < y(¢); aber fir
Zeiten ¢ = 5 weicht die Kinetik erheblich von der stationiren ab, die approximativ
1, Ordnung wire,
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Tabelle III. Wertevorrat von v = [RX]/[RX], und x = [R*][[RX], beim SnT-Mechanismus bei
dp = [Y]y/[RX]p—1 =10

Ha 1,0 0,1 1
H_g 0,01 0,01 0,1
t ¥ x ¥y x ¥ x
0 1 0 0 0 1 0
0,4 0,671 0,0670 0,670 0,263 0,705 0,0559
1,0 0,368 0,0389 0,369 0,352 0,465 0,0310
2,0 0,136 0,0148 0,137 0,254 0,256 0,0150
5,0 0,007 0,0008 0,007 0,032 0,053 0,0028
Fs(y)
1
H
0
'3 = 1
c 1
(_2 = 10
5 0 o 5 0 ¢
Fs(y) 1 Fs(y) .
1
0 A 10
s =1 5 <1 % 10
g ¢ 1 x_2 % 0,01
S 0 t? s 0 t!?
Fs(y) )
1
1
. g = 100
K_p = 0.01
B LY e

Fig. 3. E; Kinetik
Kurve 1: stationare Kinetik F(y,); Kurve 2: exakte Kinetik F (y,); Parameter: x,;, »_,

Ein typisches Merkmal der Diskrepanzen zwischen exakter und stationdrer Kine-
tik ist die Erscheinung (s. Fig. 1), dass Approximation der kinetischen Kurven mittels
einer Geraden durchwegs (positive oder negative) endliche Achsenabschnitte bei #' =
0 ergibt; dies kann als diagnostisches Merkmal nichtstationirer Sy1-Kinetik gelten.
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4.2.2. Beim stationdren Sy2- und E,-System ist die gesamte Reaktionsordnung
unter allen Bedingungen 2; beim Spezialfall §, = O ist der Ordnungstypus (2,0).
Fig. 2 zeigt nahe Ubereinstimmung von exakter und stationirer Kinetik von vy, falls
do=0, %, € %_,, x_y & 1. Unter diesen Bedingungen ist x € y, |x| € |¥|, jedoch
[ x| # 0. Wird »_; < %, < 100, so weicht die Kinetik zunehmend von der statio-
ndren ab; dabei ist durchwegs x & y. Extrapolation der kinetischen Kurven F(v)
auf ¢ = 0 ergeben auch fiir dieses Schema erheblich von 0 verschiedene Achsabschnitte.

Zusammenfassend ldsst sich fiir das Sy2- und E,-Schema im wesentlichen das
Erfiilltsein der konventionellen Annahmen fiir das Bestehen der Stationaritdtshypo-
these feststellen. Es ist also, wie schon anhand der stationiren Kinetik zu erwarten
ist, erheblich einfacher als das Sy1- und das E;-Schema.

4.2.3. Beim E;-Schema beobachtet man (s. Fig. 3) nahe Ubereinstimmung von
stationdrer und exakter Kinetik, falls x_y = 2_,JHQX]/k,'> 0, %_, € x; = &, [k,,
oder x_,fn; = k_,/[HR2X]gk, < 1072; in diesem Parameterbereich ist x(f) > y(¢), je-

Fs(y) : F_(y) .
s 8, =0 . s+ 8, = 10 1
x = 0.01 3 = 0.01
2 ) 2 2
] I 1 l) K_5 = 1
S 5
H) t* 5 ] -9
Fs(y) 8.5 0 ’
Ky, = 1 .
0 €., = 0,01
5
H L) t?
F (y)
60 =0 1
xg = 1
2
0 %_2 =1
5
5 L) t? 5 1 t?

Fig. 4. E,cb Kinetik
Kurve 1: stationire Kinetik F (y); Kurve 2: exakte Kinetik F (y,); Parameter: §;, %y, %,
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doch |%(¢) | #0. Nur im Grenzfall »_,—> 0 ist die stationdre Kinetik 1. Ordnung in y
(s. 2.3-6). Fiir 1 < x_yfx,, 2_, <C 1 weichen stationire und exakte Kinetik erheblich
voneinander ab, obgleich in einzelnen Fillen noch immer #(#) um eine Grossenordnung
kleiner als y(f) bleibt. Man erkennt wiederum das Verhalten der Achsenabschnitte
bei Extrapolationen auf ¢ = 0.

4.2.4. Beim E cb-Schema gibt es schon beim stationdren Fall keine einfach erfiill-
bare Bedingungen fiir einfache Kinetik in y (s. Tabelle II}. Nahe Ubereinstimmung
zwischen stationidrer und exakter Kinetik tritt ein fiir §, = O und 1072 < x_,[x, << 102
(s. Fig. 4); hierbei ist x(f) < v(¢) oder x() < y(¢) und in einzelnen Fillen | z(#) | &~ 0.
Beix_y = 1072, %, = 1 und §, > O beginnt in wachsendem Mass die stationdre Kinetik
von der exakten abzuweichen, wobei wieder die Achsenabschnitte der Extrapola-
tionsgeraden erheblich von Null verschieden werden. Eine nihere Abgrenzung des
Parameterbereichs fiir gute Approximation der exakten durch die stationdre Kinetik
scheint dhnlich kompliziert wie beim Sy1-Schema.

Wir danken den Herren H. J. SToLLER, E. BERGER und A. KuLL (Diplomarbeiten S.S. 1964 —
S.S. 1965, ETH) fiir die Berechnung von Integralkurven und Herrn J. KELLER fiir die Ausarbei-
tung des Rechenprogramms. Ferner danken wir dem Rechenzentrum der ETH fur kostenlose
Rechenzeit.

SUMMARY

For the Syl, Sy2, E,, E,, and E;cb mechanisms exact solutions of the kinetic
equations are compared with solutions obtained under the hypothesis of stationarity.
Exact integrals are calculated numerically for a set of the essential reaction rate
constants. Comparison with the stationary state solution demonstrates that both
types of solutions are approximately equal in many cases if the transient particle
concentration remains low, whereas the conventional requirement | x | = 0 is unim-
portant. For approximation of exact kinetics by stationary kinetics, however, neither
condition is sufficient nor necessary. Practical criterions for recognition of deviations
from stationary kinetics are given.
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